CHAPITRE 3
ENSEMBLES ET APPLICATIONS

I. Théorie des ensembles

1. Ensembles

—— Définition 3.1

Un ensemble E est une collection d’objets mathématiques. Un objet x de cette collection est un élément de E.
Pour tout objet x, on note x € E si x est un élément de E.

Remarque
Un ensemble peut étre défini de deux maniere :

¢ En extension, c’est a dire par une liste exhaustive de tous ses éléments :
E={x1,x2,...,Xn}

¢ En compréhension, c’est a dire par une propriété commune a ses éléments et seulement ceux-ci :
E={xeF|P(x)}

ol P est une proposition dépendant du parametre x € F. Cette définition permet de définir £ comme un
sous-ensemble d'un ensemble F déja défini. La barre verticale se lit « tels que ». Elle peut étre remplacé par
une virgule, deux points, un point-virgule, etc. tant que cela n’'introduit pas d’ambiguité.

Exemple 3.1
¢ Un ensemble défini en extension: E={&; ; &; O }. Cet ensemble contient exactement 4 éléments, ceux

qui apparaissent entre les accolades.

¢ Un ensemble défini en compréhension : E = {n € N ; 3k € N, n = 7k}. Cet ensemble est 'ensemble des
multiples de 7, 1a barre verticale et la virgule se lisent « tel que ».

Remarque

Un ensemble peut étre un élément d'un autre ensemble.

E={N, Z,Q, R} estl'ensemble des ensembles de nombres vus en seconde

On peut alors écrire N € E. Attention: 1 ¢ E! 1 est un élément de N qui est lui méme un élément de E, mais 1 n'est
pas un élément de E.

— Proposition 3.1 (axiome)
Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments. Si A et B sont deux ensembles,

A=B<<— (Vx, xe A= x€B)

\

Remarque
Un ensemble n’est pas ordonné, autrement dit {a, b} et {b, a} sont les mémes ensembles, on note {a, b} = {b, a}.

Proposition 3.2 (axiome)

Si E est un ensemble, alors {E} est un ensemble distinct de E : c’est ’ensemble qui contient E comme seul élément.
On peut alors écrire E € {E}.

Remarque
Un ensemble a un seul élément s’appelle un singleton.
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2/16 Chapitre 3 : Ensembles et applications

2. Inclusion

— Définition 3.2 )

Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F si pour tout x € Eon a x € F. On note alors EC F.
On dit aussi que E est un sous ensemble de F, ou encore que E est une partie de F.

EcF< (Vx, xe E=> x€F)

<~ (Vx€eE, xeF)

L J

— Exercice de cours n°1.

Définition 3.3

Soient E et F deux ensembles. On note F \ E I'ensemble des éléments qui appartiennent a F mais pas a E.

F\E={x€F, x¢E}

Remarque

On peut noter F\ E sans que E soit inclus dans F. Par exemple on peut écrire Z\] —oo;0[= N méme si ] —oo;0[
contient des éléments qui ne sont pas dans Z.

— Propriété 3.3 \

Deux ensembles E et F sont égaux si et seulement si E est inclus dans F et F est inclus dans E :

E=F< (EcF et FcE)

— Rédaction : prouver une égalité entre ensembles \

«Soit x € E, alors [...], donc x € F. Ainsi E c F. Soit x € F, alors [...], donc x € E. Ainsi Fc E
On en conclut par double inclusion que E = F »

\

— Proposition 3.4 (axiome) N

11 existe un ensemble qui ne contient aucun élément. On 'appelle ensemble vide et on le note &.

L'ensemble vide est 'ensemble tel que x € & est faux quel que soit x.

— Propriété 3.5 2
Quel que soit'ensemble E,ona c Eet ECE
— Proposition 3.6 (axiome) \

Pour tout ensemble E, il existe un ensemble noté P(E) dont les éléments sont les sous-ensembles de E.

\ J

Remarque

|| D’apres la propriété précédente, quel que soit I'ensemble E, P(E) contient & et E.
Remarque

|| Ona @ c @ donc P(2) = {&}. On adonc P(D) # &!

— Exercice de cours n°2.

— Exercice de cours n°3.

E a chaque élément i de I. On note (x;);cs cette famille.

Définition 3.4
Si E et I sont deux ensembles, on appelle famille d’éléments de E indexée par I I'association d'un élément x; de
Une famille est dite finie si I’ensemble I des index est fini.
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Remarque

La notion de famille généralise la notion de suite : une suite numérique n’est rien d’autre qu'une famille d’élé-
ments de R indexée par N. En pratique, on a souvent I =N, I = Z ou bien I est fini de la forme [ ={1,2, ..., n}

II. Opérations sur les ensembles

1. Complémentaire, union, intersection

—— Définition 3.5

Soit E un ensemble et A c E. On appelle complémentaire de A dans E et on note (g A 'ensemble de tous les

éléments de E qui n'appartiennent pas a A.
Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur 'ensemble E contenant A, on note Cp A = A.

CpA={x€E, x¢ A

\

Exemples 3.2

1. CzN est'ensemble des entiers strictement négatifs

2. CrN est’ensemble des nombres réels non entiers

Remarque

e (g A= E\ Amais la notation C ne s’utilise que pour un sous-ensemble de E. Par exemple si A = {1,2,3,4} et
B =1{3,4,5,6} on peut écrire A\ B = {1,2} mais pas C4B.

* Si A estle complémentaire de A dans E, alors A = A.

— Propriété 3.7

Soit E un ensemble et A< E et B < E deux parties de E.
SiAc B,alors Bc A

— Définition 3.6

Soient A et B deux ensembles.
* L'ensemble An B (A intersection B) est]’ensemble des éléments qui appartiennent alafoisa Aeta B

¢ L'ensemble AU B (A union B) est ’ensemble des éléments qui appartiennent a A, a B ou aux deux.
‘ @
AUB
A B
Si An B =@, on dit que A et B sont dis-
joints.

Remarque
|| AnNnB={x|(x€eAAN(xeB)}letAUB={x|(x€e A)V(xeB)}
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— Propriété 3.8 (loi de De Morgan)

Soit E un ensemble et soient A et B deux parties de E. Alors

=
¥
I
|
C
|

n

De méme,

S
C
o
I
|
)
=

\ J

— Propriété 3.9 (Distributivité) |

Soient A, B et C trois ensembles. Alors

ANBUC)=(ANB)U(ANC)

et

AUBNC)=(AUuB)N(AUC)

\ J

— Exercice de cours n°4.

2. Union et intersection quelconque

— Définition 3.7 3

Si (Eq, Eo, ..., E;;) est une famille finie d’ensembles, alors on note
n n
UE=EiUEuU---UE, et [Ei=EinEn--nE,
k=1 k=1
Plus généralement, si (E;) ;e est une famille quelconque d’ensembles, alors on note

UEi={x13iel,xcE} et [)Ei={x|VielxcE;}
iel iel

Exemple 3.3

1 7 T
L'ensemble des solutions réelles de I'inéquation cos(x) = 3 estS=J [_§ +2km; 3t an]
kez

1
Autrement dit x est solution de cos(x) = 3 si et seulement si 3k € Z, —% +2kn<x< % +2kn

— Exercice de cours n°5.

— Proposition 3.10 \

Les regles de distributivité s’appliquent encore pour des unions et intersections quelconque :

An|UE:|=UMAnE)
iel iel
et
AUl Ei|=(AUE)
iel iel

\

3. Produit cartésien

—— Définition 3.8

Un couple est la donnée de deux objets mathématiques dans un ordre précis. Si a et b sont deux objets, on note
(a, b) le couple formé par a et b.

\

— Propriété 3.11 (admise) \

Deux couples (a, b) et (x, y) sont égaux si et seulement si leurs composantes sont égales deux a deux :
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(a,b)=(x,y) = (a=x et b=y)

On a donc en général (a, b) # (b, a), sauflorsque a = b.

Définition 3.9

Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien A x B est 'ensemble des couples (a,b) ouac Aet be B.

Exemple 3.4

Soit A={1,2} et B={a, b, c}. Lensemble A x B s’écrit en extension :

AxB={1,a),(1,b),(1,0),2,a),2,b),2,c)}

— Exercice de cours n°6.

Remarque
Si E et F sont des ensembles, écrire « Vx € E,Vy € F » revient a écrire « V(x,y) € E x F »

La notion de n-uplet généralise la notion de couple :

—— Définition 3.10 2

Un n-uplet est la donnée de n objets dans un ordre précis. Si x1,...,x, sont ces n objets, on note (xy, ..., x,) le
n-uplet qu’ils forment.

—— Définition 3.11 \

Si (Ey, E, ..., Eyy) est une famille finie d’ensembles, le produit cartésien de Ej,...,E, est 'ensemble des n-uplets
formés d'un élément pris dans chacun des ensembles de cette famille. Autrement dit :

EyxEp x---xEp={(e1,e2,...,e,) | Vi€ [1,n],e; € E;}

— Propriété 3.12 (admise)

Deux n-uplets sont égaux si et seulement si leurs composantes sont égales deux a deux :

(a1,...,an) = (b1,...,by) = Vke{l,...,n}, ap = b

—— Définition 3.12 |

Soit E un ensemble et 7 un entier. On note E” = E x E x --- x E 'ensemble des n-uplet d’éléments de E.
[ ——2

n fois
Un 2-uplet est un couple, un 3-uplet est un triplet, un 4-uplet est un quadruplet, etc.

L J

Remarque
Un n-uplet d’éléments de E est une liste ordonnée de r éléments de E (avec éventuellement des répétitions).

Exemple 3.5
|| (b,a, b,a,r) estun 5-uplet de 'ensemble {a, b, r}.

Exemple 3.6

Le plan muni d’un repére peut étre assimilé a4 I'ensemble R? des couples (x, y) de coordonnées réelles.
Lespace muni d’'un repére peut étre assimilé a I'ensemble R des triplets (x, y, z) de coordonnées réelles.
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III. Applications

1. Généralités
a. Application, image directe, image réciproque

—— Définition 3.13 )

Soient E et F deux ensembles. Définir une application f de E vers F, notée f : E — F, c’est associer a chaque
élément x de E un unique élément f(x) de F. f(x) s’appelle 'image de x par f, et si y = f(x) on dit que x est un
antécédent de y par f. Lapplication f ainsi définie peut se noter :

f: E — F
x — fx)

On note F(E, F) 'ensemble des applications de E vers F. Pour ces applications, E s’appelle 'ensemble de départ
et F 'ensemble d’arrivée.

— Propriété 3.13 (admise) \

Deux applications f : E; — F et f>: E; — F> sont égales si et seulement si

Ey=E>
F=F

Vxe El,fl(x) :f2(x)

Remarque

Lensemble de départ et 'ensemble d’arrivée font donc partie intégrante de la définition d'une application.

Ainsi, les applications f:R — R, x— x? et g:R, — R, x— x? sont distinctes : f # g.

De méme, les applications f:R— R, x— e et g:R— R}, x— e* sont distinctes.

Remarque

Le terme fonction est parfois utilisé a la place du mot application. Il est utilisé dans un sens plus global,
parfois sans préciser 'ensemble de départ et I'ensemble d’arrivée. Par exemple : «la fonction f définie par

f)=In(x?2-1)»

X

—— Rédaction : définir une fonction |

Pour définir une fonction f, on n’écrit pas « Soit la fonction f(x) = [...] » mais « Soit la fonction f : x — [...] » (qui
se lit « Soit la fonction f qui a x associe [...] »).
f estle nom de la fonction, utilisé pour décrire des propriétés globales de la fonction :

* f estcroissante sur /
¢ f estcontinue sur I
* etc.

f(x) désigne I'élément image de x par f,

. J

Exemples 3.7

* Une fonction réelle de la variable réelle est une application d'une partie de R dans R. Par exemple :

f: R —R

X —_—
x
¢ Une suite numérique u est une application de N dans R

u: N —R
n —uy

¢ Si E est un ensemble, alors on peut définir 'application qui a une partie de E associe son complémentaire
dans E :

QOB
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f: PE —PE
A —CpA

—— Définition 3.14

Soit f : E — F une application. Si A est une partie de E, on appelle image (directe) de A par f et on note f(A)
I'ensemble

fA={f)|xeAl={yeF|3xeE,y=f(x)}

\

Exemple 3.8
On considére E=R, F=R, et f: E— F, x— x°.

Alors,
e f(E) =R, (grace au TVI) * f(2)=10,1,2,4,9,16,25,...}
* f({-2,0,2,3}) =1{0,4,9} e f([-2,5]) =[0,25] (grace au TVI)

— Proposition 3.14

Soient E, F deux ensembles, f : E — F une application, et A, B deux parties de E telles que A c B, alors f(A) c
f(B).

\

—— Définition 3.15

Si A est une partie de F, on appelle image réciproque de A par f et on note f~!(A) 'ensemble

Tl ={xeE| f(x) e A}

\

Exemple 3.9
On considere E=N, F=Net f: E— F x— 2x.
Alors

* £71(10,1,2,3,4}) = {0,1,2}
e L35 =0

— Exercice de cours n°7.

Remarque
|| Si f: E— F est une application on a toujours f~!(F) = E par définition.

Proposition 3.15
‘ Soit f : E — F une application et soient A, B deux parties de F telles que A < B. Alors f~'(A) c f~1(B).

— Exercice de cours n°8.

— Proposition 3.16

Soit f: E — F une application et soient A c E et B c E deux ensemb]es. Alors :
s fl@)=0
* f(AUB) = f(AU[f(B)
e f(AnB)c f(A) N f(B)

\

— Exercice de cours n°9.

— Exercice de cours n°10.
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b. Composition de fonctions

Définition 3.16

Soient E, F et G trois ensembles. On considére une application f : E — F et une application g: F — G.
Lapplication composée de f par g, notée go f, est 'application de E vers G qui a un élément x associe g(f(x)).

Exemple 3.10

On considere E=R,, F =R, ethlRJr.Soitf:E—»F,x—»x2 etg:F—Gx—x+1.
Alors gof:E—F, x— x*>+1.
On peut aussi définir 'application f o g, qui est en général différente de go f.Ici fog: x— (x+1)%.

Remarque

Non seulement fog # go f en général, mais en plus il se peut que f o g soit bien définie et que go f ne le soit pas.
Parexemple E=R,,G=R; et F=R".

On considére f: E— Fx— yxetg:Ry = R™,x— —x.

Alors go f: E — G, x — —y/x, mais g(x) = —x étant négatif, on ne peut pas composer par la fonction f définie
seulement sur R, .

[ ognest pas définie.

c. Restriction et prolongement

—— Définition 3.17 )

Soient E et F deux ensembles et soit A c E un sous-ensemble de E.

¢ Soit f: E — F une application. On appelle restriction de f a Al'application f | 4 définie par

fly;: A — F
x — f(x

* Soit f : A — F une application. Un prolongement de f 2 E est une application f définie sur E dont la
restriction a A est f, c’est a dire:

f: E — F
x — f

telle que : Vx € A, f(x) = f(x).

Exemple 3.11

Lapplication f définie par f : R — R, x — x? n’est pas monotone, mais sa restriction a I = [0; +ool, définie par

1 i0:4001 : [0; F00l— R, x — x?, est strictement croissante.

Exemple 3.12
Soient f et f définies par

f: R — R

% six#0
X —_—
1 six=0

X —_—

{f: R* —

===
@
e

Alors f est un prolongement de f 2 R. Ce n'est pas le seul prolongement possible, on a choisi £(0) = 1 mais on
aurait pu choisir n'importe quelle valeur réelle comme image de 0.

2. Injection, surjection, bijection
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—— Définition 3.18 \

Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On dit f '
que f est injective, ou que f est une injection, si: X

Yy e B f)=f() =x=y
Autrement dit, f est injective si tout élément de F admet au plus un -

antécédent.

Par contraposée, f : E — F est injective si et seulement si V(x, y) € E2, x # y = f(x) # f(»). f est donc injective
si deux éléments distincts de E ont toujours des images distinctes par f. On retient cependant le sens de la
définition qui est plus facile a démontrer en pratique.

— Exercice de cours n°11.

— Exercice de cours n°12.

—— Définition 3.19 ~

Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On dit
que f est surjective, ou que f est une surjection, si:

\VyeF,aer,f(x):y\

Autrement dit, f est surjective si tout élément de F admet au moins
un antécédent.

— Exercice de cours n°13.

Exemple 3.13

On considére E=R,F=Ret f: E— F,x— x°.
Si y <0, yn'apas d’antécédent par f, donc f n'est pas surjective.

Remarque

La notion de surjectivité dépend fortement de ’ensemble d’arrivée que I'on se donne. Par exemple I'application
f:R— R, x— exp(x) est bijective mais g : R — R, x— exp(x) ne l'est pas.

Remarque
|| f: E — F est surjective si et seulement si f(E) = F.
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—— Définition 3.20 \

Soient E et F deux ensembles et f : E — F une application. On dit
que f est bijective , ou que f est une bijection, si f est a la fois
injective et surjective.

Autrement dit, f est bijective si tout élément de F admet exacte-
ment un antécédent c’est a dire si :

\VyeF,a!er,f(x):y\

On note alors f~! I'application de F vers E qui 4 un élément y as-
socie son unique antécédent par f. Cette application s’appelle I'ap-
plication réciproque de f et elle est également bijective.

\ J

Exemple 3.14

e f:R— R, x— —3x est bijective et sa bijection réciproque est f~!: x — —%x.

e f:R— R, x— x> est bijective et sa bijection réciproque est ! : x — ¥/x.

e f:R— R*, x— exp(x) est bijective, et Vy e R*, f~1(y) = In(y).

Remarque

La notation f~! préte a confusion a cause de la notation pour I'image réciproque d'un ensemble. Pour rappel, si
A c F est un sous-ensemble de F, f~}(A) = {x € E, f(x) € A} est un ensemble et il est toujours bien défini. En
revanche, si y € F est un élément de F, f~!(y) n'est défini que si f est une bijection. Lensemble £~ ({y}), lui, est
toujours bien défini (mais éventuellement vide si y n’a pas d’antécédent par f)!

—— Définition 3.21

On dit que deux ensembles E et F sont en bijection s’il existe une application bijective f : E — F.

\

Remarque
On verra plus tard que deux ensembles finis sont en bijection si et seulement si ils ont le méme cardinal.

— Propriété 3.17 2

Soit f: E— Fet g: F — G deux applications.
* Si go f estsurjective, alors g est surjective,

¢ Si go f estinjective, alors f est injective.

—— Définition 3.22 \

Soit E un ensemble. On définit 'application idg : E — E par Vx € E,idg(x) = x.
Lapplication idg est une bijection et son application réciproque est elle-méme.

\ J

Remarque
|| Si f: E — F estune application quelconque, idro f = f et foidg = f.

— Propriété 3.18 ~

Si f: E — F estbijective, alors fo f~!=idret f o f=idg.

La réciproque de cette propriété est vraie, plus précisément on a la propriété suivante :

— Propriété 3.19 \

Soit f : E — F une application. f est bijective si et seulement s’il existe une application g: F — E telle que fog =
idretgo f =idg, etonaalors g = L.

QOB
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Remarque

Attention : une seule de ces conditions ne suffit pas. On peut avoir go f =idg (ou f o g =idFp) sans que f et g ne
soient bijective.

Par exemplesi f: R, — R, x— xet g:R— Ry, x— |x], alors go f: R, — R, =idg, mais f n'est pas surjective et g
n’est pas injective.

— Propriété 3.20

Soit f: E— F et g: F — G deux applications bijectives. Alors g o f est une bijection de E vers G et de plus :

(go) ' =flog™

IV. Dénombrement
1. Ensembles finis

—— Définition 3.23 3

Sia,be Zavec a< bonnote [a,b] ={a,a+1,...,b} 'ensemble des entiers relatifs compris entre a et b.

\ J

— Proposition 3.21 (admise) \

Pour tous entiers n, m € N*
¢ Il existe une bijection de [1, n] vers [1, m] si et seulement si n = m.
e Il existe une injection de [1, ] dans [1, m] si et seulement si n < m.

* Il existe une surjection de [1, ] sur [1, m] si et seulement si n = m.

L J

— Définition 3.24 \

Un ensemble E est dit fini s’il existe un entier n € N tel que E est en bijection avec [1, ]. Lentier n est alors unique
et s’appelle cardinal de E, on note card(E) = n. Un ensemble infini est un ensemble qui n’est pas fini.

\ J

Exemple 3.15
¢ L'ensemble des éleves d’hypokhagne BL de SMN est fini de cardinal 43

* Lensemble des mots de passe a 20 caractéres alphanumériques est fini de cardinal 6220

e Sia,beZavec a< b alorscard([a,b]) =b-a+1

¢ L'ensemble des entiers naturels est infini.

— Propriété 3.22 N

Soient E et F deux ensembles finis. Alors
* card(E) = card(F) si et seulement si il existe une bijection f : E — F.

e card(E) < card(F) si et seulement si il existe une injection f : E — F.

e card(E) = card(F) si et seulement si il existe une surjection f : E — F.

\ J

Le principe des tiroirs est un énoncé intuitif qui découle de la propriété précédente :

— Propriété 3.23 (Principe des tiroirs) \

Si on dispose de m chaussettes a ranger dans 7 tiroirs et que m > n, alors au moins un tiroir doit contenir plus
d’une chaussette.

Mathématiquement, le principe des tiroirs s’énonce comme suit : si card(E) > card(F) alors il n’existe pas d’ap-
plication injective de E dans F.

\ J

— Exercice de cours n°14.

N—

Propriété 3.24
‘ Si B est un ensemble fini et A < B est une partie de B, alors A est fini et card(A) < card(B).
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r Propriété 3.25 (admise)

Si B est une ensemble fini et A < B une partie de B, alors A = B si et seulement si A et B ont méme cardinal.

2. Formule du crible

— Propriété 3.26 (admise) ,

Si A et B sont disjoints, alors card(A u B) = card(A) + card(B).

\ J

— Propriété 3.27 2

Soient A et B deux ensembles contenus dans un ensemble E. On note Ale complémentaire de A dans E. Alors
(AN B)U (AN B) = A et cette union est disjointe, c’est a dire que (AN B)N (AN B) = J.

. J

— Proposition 3.28 (formule du crible) \

Soient A et B deux ensembles finis. Alors

card(Au B) = card(A) + card(B) — card(An B)

Pour n ensembles, il existe une formule du crible généralisé. Elle est hors-programme mais il faut savoir I'utiliser si elle est
donnée.

— Proposition 3.29 (hors programme)

Soient (A;, Ay, ..., A;;) une famille finie d’ensembles. Alors

n
card(AjU AU UA,) = Y (-DF1 Y card(A; n A, N U Ay)
k=1

1<ij<ip<--<ip<n

— Exercice de cours n°15.

3. Partition

—— Définition 3.25 2

Soit E un ensemble. Une partition de E est une famille de parties non vides de E deux a deux disjointes et dont
I'union est E, c’est a dire une famille (E;) ;< telle que

UEi=E et VG, j)el? i#j=>EnE=0

iel

Exemple 3.16

Des partitions possibles de {a, b, c, d} sont

. ({a) th,c,dy) o ({a}, (b, {ch (@),
* ({a,c}, b}, 1d}), . etc.

— Proposition 3.30

n
Si E est un ensemble fini et (Ey, Eo, ..., E;) est une partition de E, alors card(E) = card(E;).
k=1

\

— Proposition 3.31

Soit E un ensemble de cardinal n. Lensemble P(E) des parties de E a pour cardinal 2”.

— Exercice de cours n°16.
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4. Principe multiplicatif

Propriété 3.32

Soient A et B deux ensembles finis. Alors A x B est un ensemble fini et

card(A x B) = card(A) x card(B)

— Exercice de cours n°17.

Propriété 3.33

Si E est un ensemble fini de cardinal p et n un entier naturel, alors card(E™) = p". Le nombre de n-uplets d’élé-
ments E est p”.

Exemple 3.17

Un digicode d’'immeuble comporte 5 symboles parmi 10 chiffres et 2 lettres qui peuvent éventuellement se ré-
péter. Un code pour cet immeuble est un 5-uplet d’'un ensemble a 12 éléments, il y a donc 12° ~ 250000 codes
possibles

Exemple 3.18

Si E ={x1,x2,...,X,} estun ensemble de cardinal n, considérons I'application

f+ PE — {0,13"

A —  (ej)1<i<n

ou pour tout i, e; =

1 ix;eA
{ S1Xi . Cette application est bijective, autrement dit chaque n-uplet de {0, 1}"

0 sixij¢ A
caractérise de facon unique une partie de E.

Injectivité : Supposons que f(A) = f(B), notons (ey,...,e,) = f(A) et (f1,..., fn) = f(B), alors pour tout i € [1, n],
e; = f;, donc x; € A< x; € B,donc A=B.

Surjectivité : Soit (ey,...,e,) € {0,1}". Soit A = {x; € E | ¢; = 1}, alors f(A) = (ey, ..., ;) par définition de f, donc f
est surjective.

On en déduit que card(P(E)) = card({0, 1}"*) = (card ({0, 1})"* = 2.

— Exercice de cours n°18.

5. Arrangements
— Définition 3.26

Soit E un ensemble fini de cardinal n et k un entier avec 1 < k < n. Un k-arrangement de E est un k-uplet
d’éléments de E sans répétition.

Remarque

D’autres définitiions possibles d'un k-arrangement :
¢ Un k-arrangement est une liste ordonnée de k éléments distincts de E.
e Un k-arrangement de E est une partie de E ordonnée a k éléments.

¢ Un k-arrangement est une application injective de {1,2,..., k} dans E.

Exemple 3.19

E=1{1,2,3,4,5}
Le couple (5,2) est un 2-arrangement de E. Le couple (2,5) est un autre 2-arrangement de E.

Définition 3.27

Soit E un ensemble fini de cardinal zn. Une permutation de E est un n-arrangement de E, autrement dit c’est une
liste ordonnée de tous les éléments de E.
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Remarque

On définit n! par 0! =1 et pour tout n e N*, nl=n x (n— 1.
Onadoncnl=nx(n-1)xn-2)x---x2x1=[I}_ k

— Proposition 3.34

Soit E un ensemble de cardinal n et 0 < k < n un entier.

* Le nombre de k-arrangements de E, noté AX, est donné par la formule

k n!
A, = TRy =nxn-1)xmn-2)x---x(n—-k+1)

¢ Le nombre de permutation de E est n!

L

6. Combinaisons

—— Définition 3.28

de E.

\

Soit E un ensemble fini de cardinal 7 et 0 < k < n un entier. Une k-combinaison de E est une partie a k éléments

Remarque
Une combinaison est non ordonnée.

Exemple 3.20

Onreprend E ={1,2,3,4,5}.
L'ensemble {5,2} est une 2-combinaison de E.
Lensemble {2, 5} est cette fois ci la méme 2-combinaison de E puisque {2,5} = {5,2}.

Proposition 3.35

Le nombre de k-combinaisons de E, noté C ’,f ou (Z) (se lit « k parmi 7 »), est donné par la formule

k(1] n!
Cn = (k) T kl(n-k)

— Exercice de cours n°19.

Proposition 3.36

Soit neN*.On a

£

QOB

BY NC
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Exercices de cours

Exercice 1

Soient E={neN|3keN,n=6k}et F={neR|3IkeN,n=3k}. Montrer que Ec F.

Exercice 2

Déterminer P (E) dans les cas suivants :
1. E={0,1}
2. E={a,b,c}
3. E=P{1})

Exercice 3

Déterminer P (P(P(2)))

Exercice 4
Soit E un ensemble et A, B, C trois parties de E.
Montrer les équivalences suivantes :

1. AnB=B< BcA

2. AUB=B&s AcB

3. AnB=AnCetAUB=AUC ©B=C

4. AcBeBcA

Exercice 5

1
Déterminer les ensembles A = U,en[72, 1+ 1[ et B = (en+ [0, —[.
n

Exercice 6

Soit E = {1,2,3} et F = {c, d}. Ecrire la liste de tous les éléments de E x F x F.

Exercice 7

Onconsidere E=R, F=Ret f: E— F, x—¢*
Compléter sans justifier

a) fR) =...... d f(-L1)=...... g fIR)=......

b) fRy)=...... e) flR)=...... h) -1 =......

¢ f(R)=...... f) FLlaoI =...... i FA-L1D=......
Exercice 8

On considere E = {1,2}2 et f : E — R définie pour tout (x,y) € {1,212 par f(x,y) =3x—2y. Déterminer f(E) puis
Ry

Exercice 9

Trouver un exemple d’application f: E — F et de sous ensembles A et B de E tels que f(AN B) # f(A) N f(B).

Exercice 10

Soient E et F deux ensembles et soit f : E — F une application.
Soit A€ P(E) et BeE P(F)

1. Montrer que Ac f~1(f(A))

QOB

BY NC
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2. Montrer que f(f '(B)) cB
3. Donner un exemple d’application f:R — R et Ac R telle que A# f~(f(A))

Exercice 11

Soit E=R,F=Ret f: E— Fx— 3x—1. Montrer que f est injective.

Exercice 12

Soit E=R, F=Ret f: E— F,x — x*. Montrer que f n'est pas injective.

Exercice 13

Soit E =R, F = [3;+o0[ et f : x— x* + 3. Montrer que [ est surjective.

Exercice 14

n personnes se rencontrent a une féte et échangent des poignées de mains. Montrer qu’au moins 2 personnes
ont échangé le méme nombre de poignées de mains.

Exercice 15

Appliquer la formule du crible généralisé a AUBUCeta AUBUCUD

Exercice 16

Soit E un ensemble et a un élément de E fixé. On note P; = {A€ P(E) |ac Al et P, ={A€P(E) | a ¢ A}. Montrer
que I'application f: P, — P;, F — F U {a} est une bijection.

Exercice 17

Soit A et B deux ensembles finis de cardinal n et m, et soient f : A — [1,n] et g: B — [1, m] deux bijections.
Déterminer une bijection de A x B vers [1, nm] en fonction de f et g.

Exercice 18

Soient E et F deux ensembles finis de cardinal respectif n et p. On note F (E, F) 'ensemble des applications de E
vers F. Montrer que card(F (E, F)) = p"

Exercice 19

Calculer
1. Le nombre de mot de passe de 10 caracteres incluant des lettres majuscules ou minuscules et des chiffres.

2. Le nombre de résultat de tiercé possibles pour une course a 12 chevaux (un résultat = les trois premiers
chevaux dans 'ordre).

3. Le nombre de facon de classer 6 candidats a un entretien d’embauche
4. Le nombre de facon de choisir 4 éleves délégués dans une classe de 40 éleves.

5. Le nombre de fagon de choisir 4 éleves délégués en respectant la parité dans une classe de 15 garcons et 25
filles.

6. Le nombre de nombres palindromes a 128 chiffres (un nombre palindrome = un nombre qui se lit dans les
deux sens comme 51315 ou 2002)

7. Le nombre de mains au poker contenant un carré (une main = 5 cartes parmi 52, un carré = 4 cartes de la
méme valeur)

QOB

BY NC
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